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要旨 
一般的に、逆問題とは、解から、解を満たす方程式などを求める問題や、出力から、入
力や関係性を求める問題を示し、広範囲の問題を含んでいる。この研究ノートでは、 𝑡の関
数を解として持つ自励 1階常微分方程式系を求める逆問題の解法について記述する。本解
法では、観測データが周期的で、かつ自励系を仮定する場合に適用でき、解析的に微分方
程式モデルを求めることができる。適用を想定している系としては、遺伝子発現量の時系
列計測データを取得する実験のような、変数や不明な要素が非常に多い実験データの解析
であり、この解法は、そのような目的に有用であると期待できる。 
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この研究ノートでは、以下の、 𝑡の関数を解として持つ自励 1階常微分方程式系を求める逆問題の解
法について記述する。 
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋1(𝑡) = ∑𝑟𝑗𝑒
𝑖𝜔𝑗𝑡 + 𝑐1
𝑛1
𝑗=1
𝑋2(𝑡) = ∑ 𝑟𝑗𝑒
𝑖𝜔𝑗𝑡 + 𝑐2
𝑛2
𝑗=𝑛1+ 1
⋮
𝑋𝑀(𝑡) = ∑ 𝑟𝑗𝑒
𝑖𝜔𝑗𝑡 + 𝑐𝑀
𝑛𝑀
𝑗=𝑛𝑀−1+1
                                                                                                            (1) 
ここで、𝑟𝑗、𝜔𝑗、𝑐𝑘、𝑛𝑘は定数で、𝑟𝑗 , 𝑐𝑘 ∈ 𝐶、𝜔𝑗 ∈ 𝑅である。𝑛𝑀個の𝜔𝑗の中には異なる𝑁個の𝜔𝑗があ
り、𝑁 > 𝑀とする。この解法は、ある現象についての、多変量の時系列観測データなどから、その現
象の微分方程式モデルを近似的に求める場合を対象としている。 
一般的に、逆問題とは、解から、解を満たす方程式などを求める問題や、出力から、入力や関係性を
求める問題を示し、広範囲の問題を含んでいる。この類の問題では、数値的な最適化によるものなど
が一般的であるが、本解法が対象とする問題は、その中のごく限られた特殊例に過ぎない。本解法で
は、観測データが周期的で、かつ自励系を仮定する場合に適用でき、解析的に微分方程式モデルを求
めることができる。ただし、観測変数だけでなく、追加の変数が必要になるという欠点があるため、適
用範囲はさらに限られる。適用を想定している系としては、遺伝子発現量の時系列計測データを取得
する実験のような、変数や不明な要素が非常に多い実験データの解析[1,2]である。そのような実験は、
分子生物学や医学の研究分野でよく行われており、現在では、数万種類の遺伝子発現量の時系列解析
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が可能になっている。しかし、細胞内には計測できない物質や未知の物質が存在するため、未計測デ
ータの存在を仮定して、それを数理モデルとして解析したい場合もある。本解法はそのような場合に
有用になると期待できる。 
 (1)を𝑡で微分すると以下を得る。 
{
 
 
 
 
 
 
 
 𝑑𝑋1
𝑑𝑡
=∑𝑖𝜔𝑗𝑟𝑗𝑒
𝑖𝜔𝑗𝑡
𝑛1
𝑗=1
⋮
𝑑𝑋𝑀
𝑑𝑡
= ∑ 𝑖𝜔𝑗𝑟𝑗𝑒
𝑖𝜔𝑗𝑡
𝑛𝑀
𝑗=𝑛𝑀−1+1
                                                                                                            (2) 
この式の右辺を自励系の表現、即ち、𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑀のみの式で表すことができれば、目的の解法が得られ
ることになる。 
 まず、例で提案の解法を示し、最後に一般化する。 
 以下の簡単な例を考える。 
{
𝑋1 = 5 sin 𝑡 + sin 2𝑡 − 7 cos 2𝑡 + 10
𝑋2 = −2 sin 𝑡 + 3 cos 2𝑡 − cos 3𝑡 + 10
                                                                                      (3) 
式(3)を満たす自励微分方程式系を求める逆問題をどのように解くか、ということが課題になる。式(3)
を微分すると、 
{
𝑑𝑋1
𝑑𝑡
= 5 cos 𝑡 + 2 cos 2𝑡 + 14 sin 2𝑡
𝑑𝑋2
𝑑𝑡
= −2 cos 𝑡 − 6 sin 2𝑡 + 3 sin 3𝑡
                                                                                         (4) 
になる。(3)と(4)を見比べると、sin 𝑡、sin 2𝑡、sin 3𝑡、cos 𝑡、cos 2𝑡、cos 3𝑡の 6 関数の線形和になっ
ている。そこで、 
{
𝑋3 = cos 𝑡
𝑋4 = sin 2𝑡
𝑋5 = sin 3𝑡
𝑋6 = cos 3𝑡
                                                                                                                                        (5) 
と置いてみると、両辺を微分して、 
{
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑋3
𝑑𝑡
= − sin 𝑡
𝑑𝑋4
𝑑𝑡
= 2 cos 2𝑡
𝑑𝑋5
𝑑𝑡
= 3 cos 3𝑡
𝑑𝑋6
𝑑𝑡
= −3 sin 3𝑡
                                                                                                                                (6) 
を得る。一方、(3)に(5)を代入して、 
{
𝑋1 = 5 sin 𝑡 + 𝑋4 − 7 cos 2𝑡 + 10
𝑋2 = −2 sin 𝑡 + 3 cos 2𝑡 − 𝑋6 + 10
                                                                                             (7) 
を得る。これを解くと、 
{
sin 𝑡 = 3𝑋1 + 7𝑋2 − 3𝑋4 + 7𝑋6 − 100
cos 2𝑡 = 2𝑋1 + 5𝑋2 − 2𝑋4 + 5𝑋6 − 70
                                                                                       (8) 
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を得る。(4)と(6)に、(5)と(8)を代入すると、 
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑋1
𝑑𝑡
= 4𝑋1 + 10𝑋2 + 5𝑋3 + 10𝑋4 + 10𝑋6 − 140
𝑑𝑋2
𝑑𝑡
= −2𝑋3 − 6𝑋4 + 3𝑋5
𝑑𝑋3
𝑑𝑡
= −3𝑋1 − 7𝑋2 + 3𝑋4 − 7𝑋6 + 100
𝑑𝑋4
𝑑𝑡
= 4𝑋1 + 10𝑋2 − 4𝑋4 + 10𝑋6 − 140
𝑑𝑋5
𝑑𝑡
= 3𝑋6
𝑑𝑋6
𝑑𝑡
= −3𝑋5
                                                                    (9) 
を得ることができ、(3)を満たす自励微分方程式系を求める逆問題を解くことができた。 
 次に、この方法を(1)に適用して一般化する。𝑒𝑖𝜔𝑗𝑡の共役複素数の和と差で cos関数と sin関数は得
られるから、(1)は(3)を含み、(1)に対し、同様な解法を定式化できる。 
 (1)と(2)には𝑁個の𝑒𝑖𝜔𝑗𝑡しかない。これらを、 
𝑒𝑖𝜔𝑗𝑡           (𝑗 = 1,⋯ ,𝑁)                                                                                                                   (10) 
と並べ、 
𝑋𝑘 = 𝑒
𝑖𝜔𝑘𝑡           (𝑘 = 𝑀 + 1,⋯ ,𝑁)                                                                                              (11) 
と置く。(11)を(1)に代入し、(10)の線形結合として整理すると、 
𝑌𝑍 = 𝑋                                                                                                                                                  (12) 
と変形できる。ここで、 
𝑌 = (
𝑦11 ⋯ 𝑦1𝑀
⋮ ⋱ ⋮
𝑦𝑀1 ⋯ 𝑦𝑀𝑀
),                                                                                                                    (13) 
𝑍 = (
𝑒𝑖𝜔1𝑡
⋮
𝑒𝑖𝜔𝑀𝑡
),                                                                                                                                      (14) 
𝑋 = (
𝑥1
⋮
𝑥𝑀
)                                                                                                                                            (15) 
であり、𝑦𝑗𝑘は𝑟𝑘′のみの式、𝑥𝑗は𝑋𝑘、𝑟𝑘′、𝑐𝑘′′のみの式である。|𝑌| ≠ 0ならば、逆行列が存在するので、 
𝑍 = (
𝑒𝑖𝜔1𝑡
⋮
𝑒𝑖𝜔𝑀𝑡
) = 𝑌−1𝑋                                                                                                                        (16) 
となる。 
(2)から𝑒𝑖𝜔𝑗𝑡を消去すればよいので、(16)と(11)を(2)に代入して、目的の自励微分方程式系を得るこ
とができた。従って、(10)、(11)を前提として|𝑌| ≠ 0ならば、求める(2)の自励表現は一意に求めること
ができる。 
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